Notes didactiques

Sobre el calcul de limits i d’expressions radicals
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JoaN GOMEZ 1 URGELLES lim e7—2 = eoFf = T = 400 | lim €72 =
Departament de Matematica Aplicada i Telema- I‘”J’ T=27
tica 60" =e > =0.

EUP Vilanova i la Geltri - UPC En la mateixa linia, trobem moltes explica-

cions (fins i tot en algun llibre de text!) en que
manca rigor per fer bon s de les hipotesis que
calen per aplicar certs resultats matematics. en
aquest cas la igualtat {/a™ = a%. Si I"apliquem
reiteradament s'obté:” —2 = /=R = ('—S)% =

molta cura en el tractament del signe de l'infi- \/—— . - P
8 V64 = V28 = 2% = 2,

nit. En alguns locs es déna per valid el calcul

A la nota del company Jordi Gas apareguda
a SCM /Noticies/2 es feien unes observacions
sobre el calcul de certs limits.

Heus acf un altre exemple en qué cal posar

3 Aquesta igualtat pot fer entrar en contradiccié

segiient: il_l,nz € = €8 = % = o0, més d'un estudiant de secundaria si no li expli-

Per corregir l'errada i fer el calcul cor- quem ben bé on és I’error: quina és la definicié
rectament, cal pensar en el signe de linfinit: o férmula que hem aplicat incorrectament?

Problemes

Agraim al Sr. Miguel Amengual Covas per haver-nos informat que es poden trobar solucions dels
problemes Al. A2 i de I'enunciat refinat de A3 (vegeu SCM /Noticies/2, Solucions als problemes
A1-A5) en la traduccié anglesa de la tercera edicié russa del llibre The USSR Olympiad Problem
Book (Dover Publications, Nova York), pagines 142. 282-283 i 144-146. respectivament. Ensems
aprofitem l'ocasié per dir que I'apartat de Problemes proposats de SCM /Noticies conté proble-
mes que per regla general provenen de reculls al nostre abast: és fins on podem arribar amb les
forces que tenim fins ara. Aixo no vol dir, és clar, que no esperem que cada vegada ens envia-
reu meés problemes inédits que ens permetin elevar el vigor de la seccié de Problemes. Endemés.
normalment no ens preocuparem, per als problemes proposats no inédits. de citar les fonts d’on
s’han extret. i només a I'apartat de solucions donarem la informacié al nostre abast que considerem
rellevant i pertinent.

Problemes proposats

A13. Determineu tots els enters z,y # 0 tals A15. Sigui f una funcié de N a N tal que
que

2 2 3 /)=
(@ +y)le+yT=(z-y). (2):
f(2n) = f(n

Al14. Els segments AD, BE i C'F sén les bi- fldn+1) = f(n +1) = f(n)
sectrius interiors d’un triangle ABC" amb D, E fldn+3)=3f(2n+ 1) Zf( 1).
i I sobre els costats del triangle. Determineu ; ‘
els possibles valors de ’angle ZBAC' si I’angle Determineu els nombre de nombres naturals
LZEDF és de 90°. entre 11 2000 fixos per aquesta funcié.



Solucions dels problemes A6-A9

A6, 51 o = O f71 = l, fag — 1, f§3 = 2, P; ==
3, Fs =5, .. és la successié de nombres de Fibo-
nacci on Fy, = Fu_i + Fnoa, (n > 1), demostreu
que tot nombre natural s’expressa de manera dnica
com a suma de nombres de Fibonacci no consecutius
(Teorema de Zeckendorf).

Solucié (Redaccié 1 Francesc Borrell, IB Salvador
Espriu, Salt)

Existéncia: Donat un nombre n sempre troba-
rem un valor &, de manera que Fy, < n < Fi41.
Podem escriure n = Fj, + m. Llavors 0 < m <
Fie1 — Py = Sim=0, n=Fg ihem
acabat. Sino, 0 < m < Fi, -1, 1per tant existeix un
ko < ki de maneta que Fi,, <m < Fy, 1. Escrivint
m = Fy,+p, tornem a raonar com abans. Procedint
d’aquesta manera arribarem a una successid finita
ky > ko > kz > .. talquen = Fr,+ Fiy+ Fieyt+

Unicitat: St

k-1

Tl:Fk‘+Fk:+Fk3+“““+Fkre

amb k; > ko > k3 > ... > ky, 10O consecutlius,
aixo implica que Frx, < n < Fi 41, ja que el ma-
xim valor de Fy, + Fi, + -+ Fi, es déna quan
ks = ko — 2, ks = k3 — 2, etc. és a dir, per

Fk:+Fk2—3+”'+FL§j+2 = Fl,o— 1

sempre que ko > 2. En conseqiiéncia, ky és proporci-
onat per I’ algorlsme descrit a la part de l’existéncia
1, per tant, és unic.

AT. Lamitjana de gols de penal fallats per un juga-
dor de futbol (mediocre) és 0,334. Quin és el minim
nombre de penals que ha llangat per poder treure
aquesta mitjana?

Solucié (Redaccid). Busquem un nombre racional
p/q dintre de I'interval [0, 3335,0, 3345) amb un de-
nominador g que sigui el més petit possible. Tenint
en compte el desenvolupament en fraccié continua

regular de 0,3335 1 de 0,3345 :

I
0.3335 = 1
24—
1 PR
* 566
;
. 1
0,3345 = 1
9+ 1
1+ 1
94 + 1
L+ —
1 -
E

el nombre que busquem ha de ser de la forma:

p__ 1
- —
T 24—+

L+ 5
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amb 94 < k < 666. Si volem que ¢ sigul el més petn
possible, k = - 95. La solucié és, doncs, 96/287. S
d’haver xutat 287 penals com a minim.
Altres idees. Antoni Goma (IB Joanot Marto-
rell, Bsplugues de Llobregat) i Francesc Borrell fan
un tractament directe del problema aprofitant el fet
facilment visible que la segona reduida de les | fracci-
ons continuades implicades al problema és 1/3. No
sembla facil, pero. d’aplicar el seu métode a d'altres
valors de la dada inicial.

s*han

AS. Una marca de detergent ofereix, dintre els seus
paquets, cupons numerats de I'l al 5 i ofereix un
premi sl es pre:enten els cinc cupons diferents. A
un cupd per paquet, .quants paquets caldra (ompxzu
per terme mitja, per aconseguir un premi?

Solucié (Redaccid). Sitenim una serie d assalgs de
Bernoulli amb probabilitat p déxit 1 ¢ = 1 —p de
fracas, és facil veure que el nombre d’experimnents
que cal dur a terme per tenir un primer éxit és.
per terme mitja, 1/p. En efecte, st diem p(i) a la
probabilitat de tenir éxit a la - ésima tirada
p)y=p. p2)=qp. .. pl) =g
aleatoria que pren valor “el nombre de tirades fetes
fins a obtenir &xit” té esperanga

ann __p}:nq 1—~—1—_p—q—)—-—~,

: v
n>1 n>1

s \Prﬁ
p, 1 la variable

—

Aplicant aquest resultat al nostre cas. podern
dir que per aconseguir el primer cupd. nomeés cal
comprar una capsa. Per aconseguir el segon cupd.
diferent del primer (probabilitat d’exit. 4/5). cal-
dra comprar, per terme mitja, 5/4 capses (tenint en
compte l'observacié d’abans.) De la mateixa mane-
ra, un cop ja tinguem dos cupons, per aconseguir un
tercer cupé diferent dels dos que ja tenim {proba-
bilitat d’éxit 3/5), caldra comprar per terme mitja.
5/3 capses i aixi succesivament. En definitiva, per
tenir els 5 cupons diferents, ens caldra comprar:

5 5 .5 5 =
1+Z+§+§+T-ll‘.416capsesu

Aquest nombre es pot escriure:

1 1 1 \ _
5<g+z+§+§+1>——f)'}{5,

denotant amb H, ’enésim nombre harmonic:

1 1 1
Hn:1+§+§+““'+;«

Altres idees. F. Borrell i A. Goma fan un calcul
directe de la probabilitat p(n) de completar la série




amb n capses. El nombre de casos possibles és 5™ 1
el nombre de casos favorables és

(4 :
(o (e ()

d’on resulta

L G B e R )

i calculant la mitjana ) np(n) queda

4 n-1 3 n—1 9 -1
E= z -4{z +6( < -4
21 {(5) <o> ’<o>

Sumant, com en el métode precedent, aquestes pro-

SN

gressions aritmetico-geomeétriques, surt el mateix

p(n) = on resultat.
Agenda
Conferéncia tament, la Societat Catalana d’Historia de la

Lloc: Universitat de les [lles Balears
Dia: 23 de novembre

Conferenciant: Dr. Ferran Hurtado, profes-
sor a Ja Universitat Politécnica de Catalunya
Titol: Comprensidé geométrica i eficiéncia al-
gorismica.

En el transcurs de l'acte, el Dr. Sebastia
Xambd, president de la Societat Catalana de
Matematiques. fara una exposicié de les activi-
tats i objectius de la SCM.

Sessié inaugural: 30/10

Amb motiu de l'edicié de la biografia de Ferran
Sunver i Balaguer, que han patrocinat, conjun-
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(Ciencia i la Técnica i la Societat Catalana de
Matematiques, us convidem a la sessi¢ inaugu-
ral del curs 1995-1996.

Dia: 30 de novembre de 1995.

Lloe: Sala Prat de la Riba. de 'Institut d’Es-
tudis Catalans.

Hora: 7 de la tarda.

Introduceié: Dr. Joan Cerda, de la Universi-
tat de Barcelona, presentara I'obra matematica
de Ferran Sunyer i Balaguer.

Conferéncia: Dr. Antoni Malet, de la Univer-
sitat Pompeu Fabra.

Titol: Ferran Sunyer i Balaguer (1912-1967} 1
les matematiques després de la (suerra Chvil.
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